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1 Funzioni

Le funzioni bigettive definiscono una corrispondermanivoca (uno-a-ung tra gli
elementi del dominio e quelli del codominio. Infatti 8A — B & bigettiva sappiamo
che:

e ad ognia € A e associato un unico elementdjovvero I'elementd (a)) percte
f & una funzione

e ad ogni elementd € B corrisponde un unico elemento Ai(I'elementoa tale
chef(a) =b)

— sappiamo che esiste almeno un elemento con queste caratteristiche perch
f e surgettiva
— sappiamo che unico perch f & iniettiva
DEFINIZIONE 1.1

Data una funzione bigettive: A — B la sua funzionanversaf—1:B — A associa ad
ognib € B (I'unico) elemento dA tale chef (a) = b, ovvero:

flby=a seesolose f(a)=bhb

L’elementoa viene detto controimmagine i
TERMINOLOGIA 1.1 Per questo motivo le funzioni bigettive sono dettertibili

NOTA 1.2 Se una funzione noa invertibile allora non po essere bigettiva. Le fun-
zioni non bigettive sono tutte non invertibili:

e se una funzione noa iniettiva, allora ci sono pi elementi che corrispondono
allo stessd (manca I'unicit)

e se una funzione no@é sugettiva, allora & almeno un elementwper il quale
none possibile trovare alcun elemeradale chef (a) = b (manca I'esistenza)

EsempPiOl1.3
Da un esercizio precedente sappiamo@l#e— 7 definita comeay(x) = x+ 1 & biget-

tiva e quindi invertibile. Quagég~1? (come definita?)



Figura 1: Composizione di funzioni.

Soluzione: g(y)=y-1

NoTA 1.4 In generale (anche quandbnoné bigettiva) lacontroimmagine definita
come un insieme:

fYb)={acA | f(a)=bh}

Sapreste dire quali sarebbero il dominio e il codominiofdi secondo questa
nozione?

Risposta: |l dominio sarebbe e il codominio sarebbel (A).

DEFINIZIONE 1.2
Sianof:A — B eg:B — C due funzioni. La lorocomposizionedettago f:A— C &
definita come

(gof)(@) =9(f(a))  (perogniacA)

Ovverogo f assegna a ciascune A I'elemento diC cheg assegna d(a) (vedi
Figura 1).

EsempPiO 1.5
Consideriamo le seguenti funzioni:
AY/ f(x)=x+1

GZ—Z  gy)=y o ,
In questo caso possiamo comporre prifnapoig oppure viceversa:

(gof)(m) = g(f(n) = gn+1) = (n+1)*> = "’ +2n+1
(fogin) = f(gn) = H(n?) = n?+1



Questo esempio mostra che in genegald +~ f o g, cioé che la composizione di
funzioni noné commutativa! (talvolta una delle composizioni potrebbe anche non
essere definita!)

ESERcCIZIOL1.6
Dimostrare che la composizione di funzioni (quando defiritaysociativa.

TEOREMA 1
Sef:A— B eg:B— C sono iniettive allorgo f e iniettiva.

Dimostrazione: Bisogna mostrare che per ogni possibile coppia di elenagrap € A

conay # az si ha(go f)(a1) # (go f)(az).
Siccomef ¢ iniettiva, sea; # ap allora f(a;) # f(a2). Chiamiamob; = f(a;) e

by = f(az).

Dato che anchg & iniettiva e cheb; # by si ha anchey(b;) # g(b2), ovvero
g(f(an)) #9(f(az)).

Dato che(go f)(x) & definita proprio comg( f (x)) abbiamo quindigo f)(a;) #
(go f)(a2). O
TEOREMA 2

Sef:A— B eg:B— C sono surgettive allorgo f & surgettiva.

Dimostrazione: Fare come esercizio O

COROLLARIO 3
Sef:A— B eg:B— C sono bigettive allorgo f & bigettiva.

Dimostrazione: Fare come esercizio O

TEOREMA 4
Sef:A— B é bigettiva allora:

1. f 1o f=ida
2 fofl=idg
3 (fY)t=t

(doveidx: X — X indica la funzione identit sul dominioX, definita comédx (x) =
X per ognix € X)

Dimostrazione: Fare come esercizio O

DEFINIZIONE 1.3
Si dicegrafico di una funzioné: A— B linsieme di coppi€((a,b) | ac Aeb=f(a)}
ovvero{(a,f(a)) | ac A}.



2 Successioni

DEFINIZIONE 2.1
Dato un insiemé\, una funziones.N — A si dicesuccessione di elementi Aie la si
indica con la notazion€an }nen, dovea, = s(n).

NoOTA 2.1 Dato un insiemé\ finito si ha chéA| = n se e solo se esiste una corrispon-
denza biunivoca tré e I'insieme{1,2, ...,n}.

3 Altri esercizi su insiemi e funzioni per casa

EsSeErcIzI03.1
Data f:7Z x 7Z — Z x Z definita comef(a,b) = (2a—b,3b) si dica se le seguenti
affermazioni sono vere o false, motivando la risposta:

1. 1(3,4)=(2,8)
2. 171(2,0) = (1,0)
3. f éiniettiva

4. f e surgettiva

ESERCIZIO3.2
Tre categorie di utenti sono soci di un centro sportivo. Sapreste dire quanti sono
complessivamente i soci se vi dico che:

e 44 giocano a Tennis (T)
e 26 Nuotano (N)
e 31 giocano a Golf (G)

La risposta nome 101! Non avete abbastanza elementi per rispondere@érdte
categorie non sono necessariamente disgiunte. Fatemi aggiungere che:

e 12 sidedicano al Tennis e Nuotano

e 5al Tennis e al Golf

e 6 al Nuoto e al Golf

e 4 atutti e tre gli sport

Quanti sono in tutto i soci? (risolvere usando diagrammi di Eulero-Venn)

EsSERCIZIO3.3

Il diagramma di Eulero-Venn in Figura 2 pessere usato per fare dimostrazioni gra-
fiche che coinvolgano quattro insiewjB, C e D? E quello in Figura 3? Motivare le
risposte.



Figura 2: Diagramma Eulero-Venn con quattro insiemi.

4 \erso la Logica Proposizionale

Finora abbiamo:

e Introdotto concetti matematici di base (insieefiunzion)

e Mostrato come le definizioni e le proprgetiebbano essere specificate in modo
formale non ambiguprigoroso

e Mostrato che se non vogliamo che gli enunciati dei lemmi / proposizioni / teore-
mi restino mere congetture dobbiamo fornire argomentazioni convincenti (inop-
pugnabili) dette proven dimostrazioniche ne evidenzino la validit (oppure
possiamo confutarfiornendo controesempi)

— avolte le prove sono ovvie e intuitive (e5UB =BUA)

— a volte la gestione dei casi possibili le renda pomplicate (esAU (BN
C) = (AUB)N(AUC))

e Mostrato che l'uso del linguaggio naturale introduce ambiguit

— es: se al bar chiediamo “un panino col prosciutto o col salame”, “un succo
di frutta alla pesca o all'albicocca” la nostra richieétaoddisfatta se
x riceviamo un solo panino col prosciutto
% riceviamo un solo panino col salame

x MA NON se riceviamo due panini (uno col prosciutto e I'altro col
salame)



A

Figura 3: Diagramma Eulero-Venn con quattro insiemi.

— es: se il bando di un concorso richiede “la laurea in informatica o la laurea
in agraria” certamenté ammesso anche chi possiede entrambe le lauree

¢ Nel linguaggio matematico non deve mai succedere che queste aratsgaiti-
riscano dalla sintassi

Per giungere a definizioni precise e rigorose considereremo solo enunciati che
affermano qualcosa per i quali si possa dire:

Principio del terzo escluso: che sono veri oppure falsi (senza altre possailit

Principio di non contradditoriet a: ma non entrambe le cose assieme
Questi enunciati sono dettroposizioni

Esempio4.1
“Quanti sono i numeri primi minori di 100?” no&una proposizione

ESEMPIO4.2
“Sono biondo naturaleé una proposizione... falsa nel mio caso

Spesso troveremo conveniente usare dei simboli ai quali dovremo dameteina
pretazionesopra un ben preciso dominio prima di valutare il valore di wedit una
formula (definizione della semantica

Per costruire le prove pifacilmente e per poterle riutilizzare vedremo degli schemi
di ragionamentovalidi per ogni interpretazionédeduzion), e quindi applicabili in
modo simbolico alla sintassi astratta.

Tipicamente le nostre dimostrazioni saranno formate da una sgrierdessehe
ci permottono di dedurre ureonclusione



- Premessa 1
- Premessa 2
- Premessa n
Conclusione!
Un simile schema di ragionamergovalido se quando sono vere le premesse allora
siamo sicuri che la conclusiomevera: non stiamo affermandé ohe le premesse siano
vere, re che sia vera la conclusione.

EsemPIO4.3
Consideriamo il seguente ragionamento:
- piove o nevica
- & troppo caldo per nevicare
piove!
Il ragionamenta valido anche se una delle premegdalsa: Se oggi € il sole la
prima premessa falsa e anche la conclusioadalsa, ma il ragionamento resta valido.

EsemPIO4.4
Consideriamo il seguente ragionamento:
- piove o nevica o & il sole
- e troppo caldo per nevicare
piove!
Noneé un ragionamento valido: come controesempio, se 0€gi sble le premesse
sono vere, ma la conclusioedalsa.

ESEmMPIO4.5

Consideriamo il seguente ragionamento:
- lavoro oggi o domani
- domani non lavoro
lavoro oggi!

E un ragionamento valido. Notate qualche somiglianza col primo esempio? Se
rimpiazziamo le singole affermazioni con dei simboli vediamo che lo schema di ragio-
namentcé sempre il solito:

- P oppure Q
- non vale Q
allora vale P!
Questo schema di ragioname@toalido indipendentemente Bae Q

ESERCIZIO4.6
Ritenete che il seguente ragionamento sia valido?
- Il colpevoleé il cuoco o la cameriera
- Il colpevoleé I'autista o la cameriera
Il colpevoleé il cuoco o 'autistal
Motivare la risposta.

ESeERrcizIO4.7
Ritenete che il seguente ragionamento sia valido?



- O la ventolaé fuori asse o il meccanismo di calibrazianalterato
- Ho controllato I'allineamento della ventola édbk
Quindi il meccanismo di calibrazioreefuori fase!

Motivare la risposta.

5 Logica Proposizionale

Abbiamo detto che lproposizionisono asserti che possono essere veri o falsi, ma non
entrambe le cose assieme.

ESERCIZIOS5.1
Quali delle seguenti sono proposizioni?

o “24+2=4"(si, vera)

e “3.5=10"(si, falsa)

e “La capitale dell’Australiad Sydney” (si, falsa)
e “Che ore sono?” (no)

e “x+1=2"(no perclé x e indefinito)

DEFINIZIONE 5.1
I valori di verita sono valori booleani. Possono essere indicati in vari modi:
true TT T V 1 neNt T
false FF F F O 0o L
Noi useremo 1 per vero e 0 per falso.

George Boole nel 1854 pubblica “The Laws of Thought” dove spiega (tra le altre
cose) come costruire proposizioni complesse a partire da quelle ahabgiamo a
disposizione. La costruzione avviene usandmdgaziongoperatore unario) e una
serie diconnettivi logici(operatori binari).

DEFINIZIONE 5.2
La negazione di una proposizion&P

“Non & vero che P vale”
Si scrive—P e si legge anche “not P”, “non P”

ESEmMPIOS.2
SiaP = “Oggi € luned”
Allora —P = “Non é vero che ogge luned” = “Oggi non & luned”.

Per illustrare la relazione tra i valori di vaxielle proposizioni semplici e quelli
delle loro composizioni si usano le cosiddatibelle di veri (truth tableg

P || -P
0 1
1 0



